Exercice 1

1a) Etudions la limite de f en 0.

| 1
flz) = Qe\/gn—; = 26\/5—2 X Inz
T x
Nous avons
lim 22 = 0t = lim—2:+oo limlnz = —c0
x—0 x—0 x—0
Conclusion
lim f(x) = —c0

z—0

1b) Etudions la limite de f en +oo. Nous remarquons que

Inx l1lnz

f(x) = 26\/5? = 26[;7

Or |
lim —% =0 lim - =0
r—+oco I r—+o0 I
Conclusion
P S (7} =0

2a) Calculons la fonction dérivée de f.

1
Zxz2—2zlnzx

f'(z) = 2ev/el—— =

Tz —2xlnz

x4

Conclusion
_1-2 Inx

3

f'(@)
Donc pour z > 0, nous avons x> > 0 et donc f’(x) est du signe de 1 — 2Inz

2b) Calculons In(+/e)

Conclsuion

2c¢) Dressons le tableau de variation de f
1
1-2lnz >0 «— lnxﬁi = z < e

Nous avons également

1

F(v/e) = 2e¢élnff RPN N
D’ou le tableau

z [0 Ve +00

f'(z) + 0 -

\/E

f(x) a | N\

—00 | 0

2d) Compte-tenu du tableau de variation, la fonction présente un maximum en /e qui est /e.

3) Montrons que dans 'intervalle [1;1, 5], ’équation f(x) = 1 admet une solution unique «.



— La fonction f est continue (car dérivable)
— La fonction f est strictement croissante sur l'intervalle [1;1,5] (v/e ~ 1,65)
- 1€[f(1); f(1,5)] En effet

i _

F1) = 20/ =0

3 no g 3
f <§) = 26\/&(3)2 = §ex/éln (§> ~ 1,615
2
Donc, d’apres le corrolaire du théoreme des valeurs intermédiares, il existe une unique valeur «
appartenant a Uintervalle [1;1, 5] telle que f(a) =1

4) On considére la suite (u,,) définie par

3

UO:2

Upt1 = f(un)

4a) Montrons que pour tout n on a u, < y/e. Raisonons par réccurence.
3
n=0 uozig\/é (ug=1,5 Ve ~1,654)

Supposons que u, < y/e. Montrons que u,11 < /€.

Par hypothese
u, < Ve
f est croissante donc
flun) < f(Ve
et donc
Un4-1 S \/E
Conclusion
Vn e N u, < Ve

4b) Montrons par réccurence que la suite (u,) est croissante, c¢’est-a-dire que
Vn eN Uy < Upt1

Nous avons

ulzf(uo):f(g) zge\/éln<g) >; up > up

Supposons que u, < U,4+1, montrons que u,4+1 < Uyy2. Par hypotheése, nous avons
Up, S un+1

Or
up < Ve
donc f est croissante et donc
fun) < funt1)
d’ou
Upt1 < Upt2

Conclusion : la suite (uy) est croissante

Vn €N Uy < Upt1



4c) La suite (u,) est croissante et majorée par /e donc (u,) est convergente (car tout suite croissante
majorée est convergente.

Exercice 2
1) Soit g la fonction définie sur [0; +oo[ par :
g(r) = €** —4e” — 5
1a) Etudions le sens de variation de g.
g (z) = 2e** — 4e” = 2e*(e” — 2)
g'(z) est du signe de e — 2
" —2>0 < ">2 < x>In2

Nous en déduisons le tableau de variation

0 In2 Inb 400
9'(z) - 0 +
-8 | S 4o
g(z) N 0
—9

Justifions les valeurs indiquées dans le tableau de variaiton

g(0)=e**" —4e® - 5=1-5-5=-8
g(ln2) =e2M2 42 _5-92 _4x2-5=4-8-5=-9

g(x) = e** <1 4 i) = lim g¢(z) =40

er ez T—+00

1b) Résolvons I'équation : g(x) = 0. Sur [0;In 2], g(z) < 0, il n’y a donc pas de solution sur cet intervalle.
En revanche, le théoreme des valeurs intermédiares de conclure a I’existence d’une unique solution entre
In2 et +oo. Ici ’équation peut étre résolue. Posons X = e®. Il vient

g(x) =0
e — 4" —5=0
— X2 _4X-5=0

X = —1 est racine évidente. L’autre racine est donc X = 5.
e” = —1 impossible " =6 < x=1Inb

Conclusion : 'ensemble des solutions est

S ={In5}

En complétant le tableau de variation avec cette information, nous déduisons immédiatement le signe
de la fonction g.

T 0 Inb +00
g(z) - 0 +

2) La fonction h est définie sur I =]1In 5; +oo] par :
h(z) =In (62”” —4¢e” —5)
2a) Etudions limilite de h en In5. Il s’agit d’une fonction composée.

lim e** —4e” —5=g(In5)=0 et lim Inzx=-0c0 = lim h(z) = —oc0
r—Inb5 z—In0 z—Inb5



Conclusion

gy bla) = —oo

2b) Etudions les variations de h, et pour cela calculons la fonction dérivée de h. Nous avons

donc
g'(z) 2e%% — 4e”

g(z)  e2® —4er —5

D’aprés 1’étude précédente, sur Uintervalle ] In 5; +ool, nous avons
g(z) >0  ¢(z)>0 = h'(z) >0

Nous en déduisons le tableau de variation.

T Inb 400
B (x) +
+00
h(z) e
—00

2c¢ Transformons 'expression de h(z).

h(z) = In(e** — 4e® — 5)

2
_ . e 5
7ln(6 (1746235 7629”))

1 5
=Ine® +1n (1—47——)
e

eQm

=Ine® +1n (1 —4e™® — 5e ")

Conclusion
h(z) =Ine* +1In (1 —4de™ " — 5e~ %)

2d) En utilisant le calcul précédent, nous obtenons aisément la limite de h en +oo. En effet,

lim e *=0 lim e =0 = lim 1—4e ®*—5e %=1
r——+00 r—+00 r——+o0

Par composition
lim In (1 —4e % — 56*275) =0
T—r—+00
Enfin,
lim 2z =+00 = lim 2z+1In(1—4e " —5e*) = 400
T—+00 T—+00
Conclusion :
lim h(xz) =400

r——+0o0



