Exercice - M0002C

1) Etudions la suite (w,,) définie par w, = v, — u, pour tout entier naturel n. Les suites (u,) et (v,)
sont définies par une relation de récurrence. Cherchons donc une relation de réccurence pour la suite
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La suite (w,,) est donc une suite géométrique de raison g et de premier terme wy avec

=G v

(Un — Un)

(v — up)

Vn eN wn_s_l:(gf\/ﬁ)wn

La raison étant plus petite que 1 et positive et wg étant positif on en déduit que tous les termes de la
suite sont positifs et que la limite est 0.

2) Montrons que pour tout n entier naturel u,, < v,.
3 n
Yn eN Uy — Uy = Wy = (V2 — 1) 5—\/5

Wp > 0=>0v, —up > 0= v, > u,

Conclusion
Vn € N Up < Up,

3) Etudions les variations des suites (uy) et (vp).

Up, + U
Un41 — Up = 2 — Unp
Up, + Uy — 2Uy,
2
_ Up — Un
2
Wp,
2



wy, étant positif pour tout n, on en déduit que u,4+1 — u, > 0, autrement dit
Vn € N Upt1 = Up
La suite (u,) est croissante.

U, + v V2
Un+1_’Un:T\/§_’Un
un+vn\/§*vn*\/§vn
1+v2

Up — Up
1++2

W
1+V2

w, étant positif pour tout n, on en déduit que v,411 — v, < 0, autrement dit

Vn € N Vnt+1 < Up,
La suite (v,,) est décroissante.

4) Nous avons les inégalités suivantes
1. up < u,, car la suite (u,) est croissante.
2. u, < v, inégalité démontrée a la question 2).
3. v, < vy car la suite (v,,) est décroissante.

En résumé
VneN  wuy <u, <v, <

(uy,) est donc une suite croissante majorée par vy, donc (u,,) converge (car toute suite croissante majorée
converge). De méme, (v,,) est une suite décroissante minorée par ug, donc (v,) converge (car toute
suite décroissante minorée converge). Soit £ la limite de (u,) et ¢’ la limite de (v, ). Nous avons

Vn eN Wy, = Uy — Uy
donc, toutes les suites étant convergente
R
0=0 -4

Conclusion : les suites (u,) et (v,) sont convergentes et ont méme limite.

5) Déterminons la limite commune des suites (u,) et (v,). Nous avons

Up—1 + Un—1

Up = 9 Wy = Up — Up
donc
o Un—1 + Wn—1 + Un—1
Uy, = 5
wm — 1
Up = Up—1 + 2
ou encore w
n—1
Up — Up—1 = D)
On a donc une suite télescopique
n—1
W
Up — U =
2
k=0



Ce qui conduit a

1L 1-q" 3
n = = = — —14/2
U U0+2’w01_q q 5 \[

En passant a la limite nous avons
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Conclusion



