Exercice - M0125C
Soit f un endomorphisme d’'un K—espace vectoriel E. Montrons que
ker f = ker f2 <= ker fNIm f = {0}
Supposon que ker f = ker f2. Montrons que ker f NIm f = {0g}.
yekerfNIm f = f(y)=0 et y=f(zx) z€FE

Donc

et donc z est dans le noyau de f2. On a alors
rekerf? = zeckerf = fz)=0p = y=0g

Donc
ker fNIm f={0g}

Réciproquement, supposons ker f NIm f = {0g}. Montrons que ker f = ker f2. On a déja trivialement
ker f C ker f?
En effet, f est un endomorphisme et donc f(0g) = 0g, d’ou
rekerf = f(z)=0 = f(f(x))=0 = f*(x) =0 = zker f?
Montrons la deuxieme inclusion
rEker f2 = f(z)=0p = f(f(x)) =0 = f(z)€ker fAIm f = f(x)=0p = x Ckerf

et donc
kerfNIm f = {0p} = ker f = ker f*

Conclusion
ker f = ker f? <= ker fNIm f = {0g}

Montrons maintenant que
Im f=Im f> & E=kerf+1Im f

Supposons E = ker f + Im f. Montrons que Im f = Im f2. Nous avons déja Im f2 C Im f. En effet
yelm f2 = y=f*(2) = f(f(z)) = yeIm f
Montrons maintenant la deuxieme inclusion.
yelm f = y=f(x) z€F

D’apres ’hypothese
rT=u+w ueckerf welm f

Or
welm f = w=f(v) veEE

Donc
z=u+ f(v)

et finalement
y=f(a)=flu+t f(v)) = f(u) + f(f(v) = 0B + f*(v) = f*(v) = yclm f°

d’ou
E=kerf+Im f = Im f=1Im f?



Réciproquement, supposons que Im f = Im f2. Montrons que E = ker f + Im f

r€E = f(r)elm f = f(z) elm f2 = f(z) = f3(y) yeFE

On a donc
f@)=f2y) =flz—fy) =0 = = — f(y) €ker f
Or
r=(r—f(y)+fly) x—fly)€kerf et f(y)€lmf
Donc
E=k%kerf+Im f
Et donc
Im f=Im f> = FE=kerf+Im f
Conclusion

Im f=Im f> <= E=kerf+Im f



