Exercice - M0176C

Soit E un epsace vectoriel et f € L(F) un endomorphisme. Montrer les équivalences suivantes
1. Im fNker f = {0g} <= ker f = ker f?
2. Imf2=Im f +—= E=1Im f +kerf
Montrons la premiére équivalence. Supposon que Im f Nker f = {0g}
rekerf = f(z)=0 = f(f(x))=0 = f*(2) =0 = 2 € ker f?

Donc ker f C ker f? de facon évidente. Montrons la deuxiéme inclusion ker f2? C ker f.
reker f2 = f(f(2))=0 = f(z)€Imfet f(x) € ker f

donc
f@)elm fnkerf = f(z) =0 = x €kerf

et donc
ker f2 C ker f

Réciproquement, supposons ker f C ker f2. Montrons que Im f Nker f = {0g}
y€Im fNkerf xeE f(z)=y et f(y)=0
donc

y=f(z) = fly)=f*(2)=0 = zckerf? = zckerf — f(z)=0 = y=0

En résumé
y€Im fNnkerf = y=0g
et donc
Im fNker f = {0g}
Conclusion :

Im f Nker f = {0p} <= ker f = ker f?

Montrons la deuxiéme équivalence. Supposons E = Im f + ker f. Montrons que Im f? = Im f.
yelm f? — 3xeE f(z)=y = [(f(x) =y = yelm [
donc Im f2? C Im f. Montrons la deuxiéme inclusion Im f C Im f2.
z€lm f JyeE z=f(y)

Y =9yr +yx yr €Im f yK € ker f
JxeE  yr=f(z)

Donc
z=f(y) = flyr +yx) = flyr) + f(yx) = f(f(z) + O = [ o f(z)
donc
zeIm f?
et donc
Im f C Im f?

Nous avons donc Im f2 C Im f et Im f C Im f? et finalement
Im f2=TIm f
Réciproquement, supposons Im f2 = Im f. Montrons que £ = Im f + ker f. Nous avons évidement

Im f+kerf CFE



reE f(z) €Im f

donc
f(x)€Im f> = Ja € E f(z) = f*(a)

Posons u = f(a) et v =2 —u. u= f(a) appartient & Im f.

f) = flz —u) = f(2) = f(u) = f(z) = f(f(a) = f(z) = f*(a) = f(z) — f(2) =0

donc
v € ker f

T=u+v velm f et vekerf

Conclusion :
Imf?=Im f < FE=1Im f+kerf



