Exercice - M0187C

1) Le calcul des premiers termes est le suivant :
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vy = 18 48 _ 144 144 _ 5185
4 4 576
Conclusion :
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2) On pose w,, = U, — v,. Montrons que (w,,) est géométrique

Wp+1 = Un41 — Up+1
Up + 3V, Uy + 20,
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Conclusion : (wy,) est une suite géométrique de premier w; = 11 et de raison g = 17 La limite de la

suite (w,,) est zéro (sa raison est plus petite que 1).

3) Montrons que la suite (u,) est croissante.

Up, + 20,
Upt] — Uy = ———— — Up,
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B 3
2
= g(”n — Up)
2
= 7wn
3
Or
S 1
Vn>1 W, Ton—1 wy, >0



donc
Vn>1 Upt1 — Up > 0 = Upt1 > Unp

La suite (u,) est donc croissante.

On détermine de méme les variations de (vy,).

Uy, + 3V,
R Un
Up + 3V, — 4dv,
4
(Un - Un)
4
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vn+1 — Un

donc
Vn >1 Uptl —Vn <0 = vpq1 > vy

La suite (vy,) est décroissante
4) (up) est croissante donc Vn > 1 Up, > up. De mihem (vy,) est décroissante v, < vg. Il reste a

établir I'inégalité u,, < v,. Nous procédons par réccurence. Pour n = 1 c’est vrai, on a bien u; < v;.
Supposons que u, < v,. Montrons que u,+1 < Vn41-

Up + 3Vn U, + 20,
Un+1 — Unt1 = -

4 3

_ 3up +9v,  4du, + o,

o 12 12
—Up + Uy,
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Comme v,, — u, > 0 on a également vy, 11 — Up+1 > et donc v,41 > u,41. Nous pouvons conclure que
Vn>1 Up > Up

Conclusion :
Vn € N* 1<u, <v, <12

5) D’apres ce qui précede, (u,) est croissante majorée donc converge. (v, ) est décroissante minorée
donc converge également. Soit £, et £, leur limite. Nous avons, pour les trois suites convergentes

Vn>1 Wy, = Uy, — Uy,
donc
lim w, = lim v, — lim wu,
n——+o00 n—+o00 n— 400
et donc

0=40y, — b, = L, =4,

Conclusion : les suites (u,) et (v,) sont convergentes et on méme limite.

6) On considére maintenant la suite (t,) définie par t, = 3u, + 8v,. Montrons que cette suite est
constante :
lnt1 = 3Upng1 + 8Vpg1

Uy, + 20y, Up + 3Un

=3 8

3 + 4
= Up + 20, + 2u, + 6v,
= 3u, + 8v,
:t’I’L



Donc
Vn € N* tny1 = Tn

Conclusion : la suite (¢,) est constante.
7) La suite (,) est convergente (théoreme sur les opérations sur les limites). On a

lim t,=3 lim u,+8 lim v,
n—-+o0o n—-+oo n—-+oo

La limite de (¢,) est évidement £ = 3 x u; + 8 X v1 =34 96 = 99. 1l vient

99
9=+ =11 = fzﬁzg

Conclusion : les suites (uy,) et (v,) convergent vers 9.



