Exercice - M0278C

On consideére la suite (u,) définie par :

L Logn
uoz/o 1+a:d$ et un:/o 1+xdx pour n>1

1a) Calculons ug

1
1
uoz/ da::[ln(l—i-x)]é:an—lnl
0
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Conclusion :
‘ ug = In2 ‘
1b) Mont v oot
ontrons que =1- .
E r+1 r+1
x _m—i—l—l_m—i—l 1 _ 1
x+1 z+1  z+4+1 z+1 rx+1
Conclusion :
T 1

Nous en déduisons u.

1 1

1

u1:/ x dx:/ (1—7> dx:[x—lnx]é:1—1n2—(0—ln1)
0 1"‘13 0 1+1’

Conclusion

’ up=1—In2 ‘
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2a) Mont
a) Montrons que T2

< 2™ pour tout = dans [0;1]. Nous avons, d’une part

>

N |

1 1
v € [0,1] 0<z<]l = 1<2+1<2 = —
>x+1
et d’autre part
Va € [0, 1] 0<z<1 = 0<2"<1

Et en multipliant membre & membre les deux inégalités on obtient 'inégalité cherchée.

x?’l

V. 0,1] 0<
x €1]0,1] < 2T

< mn

Conclusion : | pour tout z dans [0;1],

1
2b) Montrons que u, < R Nous avons, pour tout = de [0, 1]
n

mn

<
1—|—x_x

donc en intégrant chaque membre de I'inégalité, nous obtenons :
1 . 1
x
/ dz < / z" dzx
o 1+ 0

{xn+1:|1 1n+1 On+1
tn = n+1 0_n+1_n+1

et donc,




Conclusion :

1
Vn € N Uy <
n+1

2c¢) Déterminons la limite de la suite (u,). Nous avons obtenu a la question 2a)

n

vz €[0,10 < —
r+1

Donc en intégrant

Autrement dit

“n+1
En prenant la limite de chaque membre, (théoréme des gendarmes), il vient

0< lim u, < lim

n—00 n—oomn 4+ 1
Or
lim =0
n—oon + 1
Donc

lim u, =0
n—oo

Conclusion : la suite (uy) est convergente et a pour limite 0.

2™(l —x)

> 0 pour tout = dans [0;1]. Nous avons
1+

3a) Montrons que

€0,1] = 0<z<1

On en déduit
0>—2>-1=1>1—-2>0

Tous les facteurs sont donc positifs
0<z” 0<1+4=z 0<1—=z

Conclusion :

2"(1—x) >0

vz € [0,1] —+7 2

3b) Montrons que la suite (u,,) est croissante. Calculons donc u,4+1 — uy,.
1 _n+1 1 n
x T
Unp41 — Up /0 1tx X /0 1+x €T
1 n+1 n
= / (x - ) dx
o \1+z  1+4+=x
1
"r—1
= / rr-2 (2 ) dz
o 1l+=z

La fonction sous le signe somme est négative, d’aprés la question 3a). Donc lintégrale sur [0; 1] est
également négative.

~1) ~1)
wrep L@l <oz>/ @=1) 4, <0
14+ 14z

Autrement dit,
Upt1 — Up < 0 = Un41 < up

Conclusion : ‘La suite (u,,) est décroissante




