Exercice - M0308

On considere ’ensemble des fonctions f, de la variable réelle z, définie sur R telles que :
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I - On se propose d’étudier la fonction fj.
1. Pour démontrer que fj est dérivable pour zy quelconque de R :

a) Montrer en appliquant la formule de Taylor a la fonction u :
r — u(x) = rsint
que pour toute valeur x de R, t € [0;27], on a :

emsint — grosint (g g0)sint - ™S 4 (1 — x0)a(z, t)

avec

la(z,t) < %|x — xolel®lFlzol

b) Montrer que pour toute valeur x de R, on a :
Jo(z) = fo(@o) + (& — w0) f1(w0) + (x — o)e()

avec

1
e(@)] < Gl — o] - el

Que peut-on en conclure quant a la dérivabilité de fy et a sa fonction dérivée ?
2. a) Montrer que pour tout = € R :

™

™

b) Montrer pour x > 0 les inégalités :
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3. Etudier les variations de fy et les branches infinies de sa courbe représentative Cy, ; donner I'allure
de Cfo'

IT - On se proposer de déterminer le développement limité de fy a ’ordre p au voisinage de 0.

1. Déterminer une relation de réccurence liant f,,(0) et f,—2(0) pour n > 2; en déduire f,(0) suivant
la parité de n.

2. Montrer que f, est dérivable sur R et déterminer sa fonction dérivée. (On pourra utiliser les
résultats de I.1).

3. Montrer que fy admet un développement limité a 'ordre p au voisinage de 0 et expliciter ce
développement.



