Exercice - M0308C

Corrigé provisoire

On considere 'ensemble des fonctions f, de la variable réelle x définie sur R telles que :
1 CN ) xsint
neN, fo(z)=——sin"t-e dt
s

I - On se propose d’étudier la fonction fjy.

1) Montrons que fy est dérivable pour g quelconque de R.

rsint

1a) Appliquons la formule de Taylor Lagrange & la fonction u(z) = e pour les points x et xg. La

fonction u est deux fois dérivable a dérivée continue. En effet,

xsint xsint xsint

u(z) =e u'(r) =sint-e u”(z) = sint-e

Donc
w(z) = u(zo) + (z — 20 (20) + (7 — 20)u” (3) y €]x; o[

Autrement dit

9 sin2 t-eY sint

ewSint :ewosmt—l—(:ﬁ—xo) Sint'ez()Sint"_ (SB—.’EO) 21

0< |y —zo| < 2]

En posant

u'(y) (@ —w0)  u(y)(z—20)?
2! 2!

alz,t) = = (x — xo)a(x,t)

et donc _ 4 _
ea:smt — 6;cosmt + (m _ -'170) sint - exosmt + (a: _ .’130)04(5(},75)

Il reste a trouver une majoration du reste. Nous avons

u”(y)(z — o)
2

1 ) 1 .
la(z, )| = < §|x—x0\|sin2t~e“mt < §|x — x| - ¥Rt

Enfin
-1 <sint<1 —

et donc

1
oz, < gl — o] - el

Conclusion : pour toute valeur = de R, ¢ € [0;27], on a :

‘ e“int:ezosmt—l—(m—xo)sint~e£05int—I—(x—xo)a(x,t) ‘

avec

la(z,t) < %|x — zg|el®IHleol

1b) Montrons que pour toute valeur = de R, on a :
1
folz) = folzo) + (z = z0) filzo) + (z — zo)e(z)  avec  |e(z)| < glw — ol - elrltlol

Intégrons sur Uinteravalle [0; 27] 1’égalité établie & la question précédente. Nous obtenons

1 27 . 1 2 . 1 27 ) 1 27
— st = — / erosintdqy 4 — / (z — x0)sint - e S0t + — / (x — zg)a(z, t)dt
2w Jq 2m Jo 2w Jq 2w Jo



Autrement dit

fo(x) = folzo) + (& — x0) f1(xo) + (x — x0)e(x) avec e(x) = 1 /0 ! a(z,t)dt

2T
! /277 (2, £)dt
g ) a\xT,

En utilisant la majoration de a(z,t) de la question précédente, il vient :

Donc

()| = <o | latenje

™

L[l jal ol
le(x)] < — |z — xole oldt =
0

11 2 11
= e — x|+ 2ol i PO lz[+[zol9
. 5 |z — zgle /0 dt 27r2|x xole v

21 2

et donc

1
(@) < 5l — wolele*leo

Conclusion :

Ve e R Jo(x) = fo(xo) + (& — x0) fi(zo) + (x — zo)e(x) avec |e(x)] < %|x — zg|el®lHlwol

Nous en déduisons
Jo(x) — fo(xo)

= To) + (x — xg)e(x
L0~ fifa) + (o~ 20)el@)
Compte-tenu de la majoration précédente, nous avons immédiatement

lim Jo(z) = fo(zo) = f1(zo)

T—T0 T — X

Conclusion : ‘fo est dérivable et f}(zo) = f1(xo) ‘

2a) Montrons que pour tout x € R :

s

fo(z) = E/E ch (xsint)dt
0

™

Nous avons :

f( ) 1 /27T wsintdt 1 /ﬂ— wsintdt+ 1 /271' :csintdt
T)=— e = — e — e
0 2m J, 2w Jq 2m /.

Dans la deuxiéme intégrale effectuons le changement de variable ¢ = ¢ — m, il vient :

fo(x)

Y 1 (™
. etsintqq + = / P sin(t +7r)dt/
2 0 2 0

1 (™ L 1 (" ;
e exbmtdt-i-f/ e—wsmtdt
2 Jg 2m Jo

1 /" ; ;

— (ezsmt + 67xsmt)dt

2 J,

K

1
— [ 2ch (zsint)dt
2w Jq

1 s
= f/ ch (zsint)dt
0

™

T

1 1
= 7/ ch (zsint)dt + f/ ch (zsint)dt
™ Jo s z

w3



Dans la deuxiéme intégrale, effectuonss le changement de variable t' = m — ¢ et dt’ = —d¢. Il vient alors

Conclusion :

Nous avons :

fi(z) =

1 (% I
f/ ch (zsint)dt + 7/ ch (zsin(m —t")dt’
7r

us
2

fo()

3 1 [0
xsmtdt—f/ ch (zsint)dt

o .
o

2

[ME]

%
(xsint)dt + — / ch (xsint)dt
0 T Jo

/ (xsint)dt
0

A0 J =
[ME]

ch (zsint)dt

S—
VB

filz) = 2 /2 sint - sh (zsint)dt
0

1 27 . 1 T ) 1 o .
7/ sint'ewSItht:—/ sintoe“mtdtJrf/ sint - e®sntdt
2m 0 2m 0 2 .

Dans la deuxiéme intégrale effectuons le changement de variable ¢’ = ¢ — m, il vient :

I ; 1 [ o
filz) = =— [ sint-e"5™tdt + 7/ sin(t' 4 ) - ersnE+m gy
2m /o 27 Jo

T
1 (" ) 1 (7 '
= 5 Sint~€wsmtdt—7/ Sint_e—acsmtdt/
21 Jo 2 Jo
1 (" , ,
:27 (Sint,el’smt7Sint‘67:z:smt)dt
T Jo
1 ™
=g 2sint sh (xsint)dt
T Jo

1 s
= f/ sint sh (zsint)dt
T Jo

usy

1 [z 1 (7
= 7/ sint sh (zsint)dt + 7/ sint sh (zsint)dt
0 Tz

0
Dans la deuxiéme intégrale, effectuonss le changement de variable t' = 7 — ¢ et dt’ = —d¢. Il vient alors
1 (2 1[0
fi(z) = f/ sint sh (xsint)dt + f/ sin(r — t) sh (zsin(r —t'))dt’
™ 0 i g
1 (2 1 (2
= 7/ sint sh (zsint)dt + f/ sint sh (zsint)dt
™ Jo T Jo
92 %
= 7/ sint sh (zsint)dt
™ Jo

Conclusion :

2 3
filz) = f/ sint - sh (zsint)dt
0




2a) Montrons que

2 (2 2 7 2 1 .«
> — h int)dt > = ch — t > — int- sh int)dt > = sh —
fo(sc)_ﬂ/é ch (zsint) z3chg e fl(x)_ﬂ_/g sint- sh (xsint) z3shg
Nous avons
1 ; 2 [%
fo(z) = 277/0 sin®¢ - e” S0 tdL = 7T/0 ch (zsint)dt
et donc
9 % 92 %
folz) = 7/ ch (zsint)dt + f/ ch (zsint)dt
™ Jo m %
La fonction cosinus hyperbolyque est toujours positive, donc
92 3%
fo(z) > 7/ ch (zsint)dt
™)
6
Or, la fonction cosinus hyperbolique est croissante sur 'intervalle [0, +oo[, donc
1
Igtgf = — <sint<1 = ch (zsint) > ch Z
6 2 2 2
donc .
2 (2 x 2 T /T T 2 r 27 2 x
> 2 hfdt—fhf(f—f)—fhf-—:fhf
fO(x)w/g 2T M2\ T/ T M2 e T3
De méme
[ ; 2 [%
fi(z) = —/ sinlt - e®sintdt = 7/ sint - sh (zsint)dt
2m Jo T Jo
et donc,
2 % 92 %
filz) = f/ sint - sh (zsint)dt + 7/ sint - sh (zsint)dt
T™Jo ™ )=
Sur l'intervalle d’intégration, nous avons sint > 0 et zsint > 0 puisque z > 0, donc
92 %
fi(z) > f/ sint - sh (zsint)dt
™ J)=
6
Or la fonction sinus hyperbolique est croissante sur I'intervalle [0, +oo[ donc
1
%gtgg — igsintgl = sint - sh(msint)zg- sh§
2 (%1 x 2 1 rT /T T 2 1 x 2m 1 x
>z Z.ghZdt=2.Z. h,<,_,):,.,. hZ.2l —-gh=
fl(m)—w/gQSz 2 Ta2\eT6) T2 2 T3
Conclusion :
1
folw)= ch T et fila)>Zshg

3) Etudions les variations de fy et les branches infinies de sa courbe représentative. Les résultats
précédement obtenus nous indiquent que :

— fo(z) est paire.
- fo(0)=1

— qu’elle est croissante sur sur [0, +oco. En effet :

x>0 = sint- sh (zsint >0 Vte [O,g[ = fi(z) >0



— Sa limite en plus l'infini est plus 'infini. En effet :

2 T
. _ 5 2 T . _
EBIEOO chx =400 et folz)> 3 ch 5 = zEToo fo(z) = 400
D’ou le tableau de variation

T —00 0 +00

fo(z) = fi(z) - | +
+00 \ +00

fo(z) N\ \ S

1

IT On se propose de déterminer le développement limité de fy au voisinage de 0.

1) Etablisons une relation de reéccurence entre f,,(0) et f,_2(0). Par définition

1 27 . 1 27 1 21
fn(0) = — / sin™t - 'S At = — / sin” tdt = — / sintsin™ ! tdt
2m Jo 2m Jo 2w Jq

Intégrons par partie

1 - 1 27
fO(x) - % [_ COStSil’ln_l t}?) - % /(; (_ COSs t)(’]’L — ]_) Sinn_Q t cos tdt
et donc
1 27
folz) = o—(n -1 cos? tsin™ 2 tdt
2
@ 0
1 27
= ?(” -1) / (1 —sin®¢) sin" "2 tdt
@ 0
1 2m 1 2
"2 1)/ sin”™* ¢t — 5 (n — 1)/ sin® ) sin" =% tdt
2 0 21 0
=(n—1)fn—2(0) + (n — 1) f,(0)
Conclusion :

| Y >2  nfu(0) = (n—1)fu_s(0) |
On en déduis immédiatement pour n pair et

(n—1)(n-3)---3-1

Ful0) = R @)
et pour n impair
o) = DI S )

Le calcul de fo(0) et f1(0) est immédiate

1 [ 1 [

fO(O):QW/o dt =1 fl(O):QW/O sint dt = [~ cost]3™ =0

Conclusion : ol

fn(0) = 2Pp.!2 =2p fa(0)=0 n=2p+1

2) Montrons que f,, est dérivable sur R et calculons sa dérivée.

2m 2m
fo(x +h) = fu(z) _ l (1/ (sint)™ - plzth)sint gy %/ (Sint)'ezsmtdt>
0 0

h h \ 27 s
1 27 (z+h)sint __ _zsint
=~ [ (sint)"- & ¢
2w Jo h



En passant a la limite, il vient

. _ 1 27 (z+h)sint _ _xsint
lim 128+ = Ful@) _ 7/ Jim (sin #)" - C
h—0 h 2 Jo  h—0 h

et finalement
I d . I s
fi(z) = 271_/0 (sin t)”d—e* sint gt = 27r/0 (sint)™e” 5™ sin tdt

x

Conclusion : f,, est dérivable et sa dérivée est

1 [ .
frlz) = Py / (sint)"*'e” ™ dt = f, 11 (x)
0

3) La dérivabilité de f,, pour tout n entraine I’existence d’un développement limité en 0.

fo(x) 6/(0)I2—|—~~~—|— ﬂ;13704—56176(9:)
0 2! P!

fo(0) + f5(0)x +
k

0(0) + fo
h
fx(0)
k!

xT
k=0



