Exercice - M0316C
1. Pour tout n € N, on pose I,, = fO% sin™ ¢ dt.

(a) Déterminons une relation simple entre I, 1o et I,.
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Autrement dit )
Vn € N n > 2 In:n I,_2

(b) Calculons Iy et I.
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Conclusion -
IO = 5 Il = 1

Donnons maintenant une expression de I,,. Distinguons les cas n pair et n impair.
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Pour n pair, nous avons
1
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Et plus généralement pour n = 2p
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(c) Montrons que la suite (I,,)nen est décroissante.

Nous avons T
VIG[O;§:| 0<sinx <1

et donc -
VnGNVxE{O;g} 0<sin"z<1

On en déduit que
sin"zsinz <sin"z x 1

et donc

z Z
/ sin®tl¢ dt < / sin” ¢ dt
0 0

VneN I <I,

Autrement dit

La suite (I;)nen est décroissante.

Montrons que la suite (n + 1)1, 1,41 est stationnaire. Supposons n pair, n + 1 est alors impair. On a
alors, compte tenu de n = 2p
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De méme, si n est impair et n+ 1 pair, n =2p—1=2(p—1)+1let n=2p

(20~ (p—-1)!)? (2p)!
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Conclusion : la suite (n + 1)I,, 1,41 est stationnaire
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Vn €N (n+ DIl = g

(d) Déduisons la formule de Wallis. La suite (I,,) est décroissante et minorée. Elle est donc convergente.
Soit ¢ sa limite. Nous avons alors
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2. Pour tout n € N*, on pose
| PPd
Gy = ne et Uy = In(ans1) — In(ay)
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(a) Montrons que la série de terme général u,, converge.
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La série de terme général (|u,|) est donc absolument convergente puisque équivalente & 113

=In

(b Nous en déduisons la convergence de la suite (ay,)nen«vers un réel £ qui est strictement positif. En
effet, considérons la somme partielle

= Zuk = Zln(an_H) —In(a,) =In(ant+1) — 1
= k=1

On en déduit
In(any1 =1+ S,

et en passant & la limite, compte-tenu de la convergence de la série de terme général (uy,).
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Et donc
lim a, =t =0¢>0

n—oo

Conclusion : la suite (a,) converge vers un réel £ strictement positif.

Déterminons 4.
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Au facteur 2 pres on retrouve la formule de Wallis. On en déduit la limite aisément. En effet, d’une part
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d’autre part
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Conclusion
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(c) Nous en déduisons la formule de Stirling :
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3. Déterminons la limite de la suite de terme général u,, = {/ 7% C’est une application directe de la

formule de Stirling
n! \/ 2N A m \/ﬂ
n'!l

En effet

n

Conclusion :
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Le numérateur a pour limite 1, en effet, en pasant au logarlthme, il vient
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Conclusion



