
Exercice - M0322C

Calculons la somme suivante :
∞∑

n=1

(−1)n

n

Nous avons l’égalité ∫ 1

0
tk dt =

ñ
tk+1

k + 1

ô1

0
= 1

k + 1
Posons

Sn =
n∑

k=1

(−1)k

k

=
n∑

k=1
(−1)k

∫ 1

0
tk−1 dt

=
n−1∑
k=0

(−1)k+1
∫ 1

0
tk dt

= −
n−1∑
k=0

∫ 1

0
(−t)k dt

= −
∫ 1

0

(
n−1∑
k=0

(−t)k

)
dt

= −
∫ 1

0

1− (−t)n

1− (−t) dt

= −
∫ 1

0

1− (−t)n

1 + t) dt

= −
∫ 1

0

1
1 + t) dt +

∫ 1

0

(−t)n

1 + t) dt

= −[ln(1 + t)]10 +
∫ 1

0

(−t)n

1 + t) dt

= −(ln 2− ln 1 +
∫ 1

0

(−t)n

1 + t) dt

Nous avons donc
Sn = − ln 2 +

∫ 1

0

(−t)n

1 + t) dt

Poson
In =

∫ 1

0

(−t)n

1 + t) dt

Or ∀t ∈ [0, 1] nous avons
1 + t ≥ 1

0 ≤ 1
1 + t

≤ tn

0 ≤ tn

1 + t
≤ tn

0 ≤ In ≤
∫ 1

0
tn dt

0 ≤ In ≤
1

n + 1
Le théorème des gendarmes nous donne immédiatement

lim
n→∞

In = 0
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Revenons à Sn

Sn = − ln 2 + In

et donc
∞∑

k=1

(−1)n

n
= lim

n→∞
Sn = − ln 2 + lim

n→∞
In

Conclusion :
∞∑

n=1

(−1)n

n
= − ln 2
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