Exercice - M0340C

1) Montrons que
F(bn) — F(an)

e e, L)
et pour cela calculons la limite lorque n tend vers +oo de
F(b,) — F(an) ’
= | =) R
Gul) = | o= (x)
- F(bn) - F(an) - F/(x)(bn - an)
o b, — an,
| F(bn) = F(x) + F(x) — F(a,) — F'(x)(bp — = + 2 — ay)
B bn — Qn
_ | F(bn) = F(z) — F'(z)(by — 2) + F(2) — F(an) — F'(z)(z — an)
- b, — an,
_ | En) = F(2) = F'(2)(bn —2) |~ F(2) = Flan) = F'(2)(x — an)
o b, — an b, — an
| Fbn) = F(x) = F'(z)(by —x) by —x n F(z)— F(ap) — F'(x)(x —an) z—ay
o b, —x b, — an T —ap, b, — an,
< F(b,) — F(x) — F'(2)(bp — )| | by — = N F(z) — Flap) — F'(2)(zx —a,)| | z—ay
- b, —x b, —an T — ap, by, — an
F(b,) — F(x) , b, —x F(ay,) — F(x) , T — an
< |0 T i) — F(z)|-
- b, —x (z) b, — an + ap — T (z) b, — an
Or
bpb>xr>a, — b,—x<b,—a, e b,>r>a, — b,—a, > —a,
donc )
n— T T — ap
< <1 <1
O_ bn*an - et 0_ bn*an N
La dérivabilité de F' nous donne
lim 7F(b") — Flz) = F'(z) et lim 7F(an) — F() = F'(z)
n—o0 b, —x n—o0 Ay — X
et donc 205 . ” »
lim (bn) = (x)—F’(x)zo et lim (an) = (x)—F’(x)zo
n—00 n — T n— o0 Ap — T
On en déduit immédiatement
F(bp) — F(z) Flan) — F(z)
< < |2V ) _
0 < Gplx) < T— F'(z)| + p— F'(z)
et
35, Onl2) =0
Conclusion 200 P
F derivable = lim £0n) = F@n) _ oy
n— o0

2) Nous avons par définition de g
g(x) =min(z — E(x), E(x) +1 —x) glx+1)=min(z+1—-E(x+1),E(zx)+1— (z+1))

Or
E(x+1)=FE(z)+1



Donc
gle+1)=min(z+1—-E(x+1),E(x+1)+1—-(x+1))

=min(z+1-E(z)- 1,E(x)+1+1—-2z-1)
=min(z — E(z); E(x) + 1 — x)
=9(z)

La fonction est g est 1-périodique.

La périodicité étant acquise, nous pouvons limiter le domaine d’étude et étudier g sur lintervalle [0, 1].
Vo e [0,1] E(z)=0
Et donc
1
glx)=x 0<z< 3
1
glx)y=1—x §§m<1

I s’agit d’une fonction affine par morceau donc continue sur les intervalle [0, %[ et [4,1[. Nous avons :

1 , L 1
g () =3 lim g(z) = lim, 9(z) = 3
2

n
o 2

. 1
lim g(z) =g (2)
T3

La fonction g est donc continue sur Uintervalle [0, 1]

Donc

\

FIGURE 1 — Representation de g

3 Pour tout z € R, on pose
oo

)=y 2002

k
= 10

Montrons que I’on définit ainsi une fonction f 1-périodique et continue. Introduisons la suite de fonctions
fn des sommes partielles.

— g(10*z)
fal2) kZ:O 0"

Pour z fixé, on obtient une série numérique a terme positif, dont le terme général est majoré par une
suite géométrique. En effet

. 1
Ve eR Vk € N g(10%Fz) < 3
Et donc, le terme général est majoré

k k
g(10%z) _ (1
100 — \ 10

\]



Nous en déduisons la convergence simple vers une fonction

oo

S

k=0

Montrons que f est 1-périodique.

> g(10% (z = g(10F2 4+ 10F) X g(10%z)
1) = — —
fl+ kzzo 10k kzzo 10F ];) TOaEA

Il reste a établir la continuité. Les fonctions f,, sont continues comme somme de fonctions continues.

= g(10Fz
() — Fl) = o)
10
k=n+1
1 = 1
=9 Z 10k
k=n-+1
ISR oI
2 107+ £~ 10k
! 1 1
T2 a0, T
10
11
18 107
Or 1
lim — =
A or =0

Donc, on peut majoré |fy,(z) — f(x)| indépendamnnet de z. On
Ve>0Vzr eR dngeN Yn >ng = |fa(z) — fl2)] <e€

La suite de fonction (f,,)nen converge donc uniformément vers f. Les fonctions f, étant continues, f
est confinue.

La fonction f est définie sur R, 1-périodique et continue.

o)

4) Soit = de [0, 1] de développement décimal propre z = Zl W c’est-a-dire que la suite (z,)p>1 est &
P

valeur dans [[O 9] et telle que pour tout ¢ de N* il existe un p > ¢ tel que x, # 9. Pour tout n de N* on

1
pose a, Z wp et by, = a, + 157

a) Calculons ¢(10%a,,) et g(10¥b,) pour tout k > n.

o585 (o)

p=1 p=1

Avec k > n, tous les termes 10k_pxp sont des entiers naturels et donc 10%a,, € N. On en déduit d’apres
la question 2) que g(10¥a,,) = 0. On démontrer de méme que 10%b,, € N et donc que g(10*b,,) = 0 pour
tout £ > n.

Conclusion
Vk>n  g(10fa,) =0 et g(10%b,) =0
. _ 10k z?
b) On suppose maintenant que k& < n et on pose r = 10 108

p=1



i ) Montrons que r est un entier naturel. Comm préceédement

Or p < k donc k — p > 0 et donc les termes 10k_pacp sont des entiers de méme que leur somme. Nous
avons donc bien r € N.

Démontrons maintenant I'inégalité 10%a, > r + xl{gl
N - Tp k ok Tp k - Tp
10%a,, = 10 Zmp_lo Zloerl Z n=r+10t o
p=1 p= k+11 p=k+11
Donc - -
10k: > 10k +1 — c+-1
e T[S I T

Th41
10

Conclusion : 7 est un entier naturel et 10%a,, > r +

ii) Montrons maintenant que 10%b,, < 7+ 2+

" 1
10%b,, = 10* ( a,, + — | = 10" P 4
(“ * 1on> (Z ot 1on>

p=1
k n
10%
— 1 k 1 k fL'p
OZIOP+O > 10t 1o
p=1 p=k+1

_ Th+1 ~ Tp
=Tt > 100 — k
p=k+2

o Th+1 1
=Tt * Z 10Pk+10n 2

p_
n—k—1

- l’k+1 Thiltp 1
B * Z 10+ Tgnk

Or z, est un chiffre donc z, <9. Il vient alors

n—k—1

Tr+1 9 1
10%p,, <
T ; 100+ T 10nF

n—k—1

T 9 "1
_ i1 9
=Tt 1o ,,2::1 100t 10" 107+

<r+ Thevt 9 3 €L
10 10 2~ 10»
p=1
Th+1 9 > 1
< -
=T T 100 2~ 1or
p=0
o Th+1 427 1
BT 100, 1
10
o T 910
="t 0 T10079
_ Tpg1 1
="t 90 T 1o



Conclusion
Tpy1 +1

10%p,, <
T

iii) Montrons qu’il existe oy € {—1,1} tel que
g(lOkbn) - g(lOkan) = ag(b, — an)
g(10%a,,) représente la distance & I’entier le plus proche. D’aprés la question 2), nous avons

Si @41 € [0,4] on a

n—=k n—k
k _ Lk4p k _ Lk+p i
9(10%a,) = Z 100 et g(10%n,,) = Z 10 + o
p=1 p=1
Et donc 1
g(10%b,,) — g(10%a,,) = Tom = 1(b, — ay)
Si zg41 € [5,9] nous avons
n—k 2 n—k 2 1
k 1 k+p k 1 k+p -
g(10%a,) =1 =Y =08 et g(10%n,) =1- Y0 SHE 4 o
p=1 p=1
Et donc
k k 1
9(10°0,) — g(10%a,) = —15 = ~1(b, — a)
Conclusion : Pour tout k, il existe oy, tel que
g(lokbn) - g(lokan) = ak(bn - an)
¢) Nous avons donc
g(10%b,,) — g(10%a,)
IOk - ak(bn - an)
En sommant sur k nous obtenons
N k N k N
g(10%by) 9(10%ay)
D T T T = ) Y
k=0 k=0 k=0

Passons a la limite en NV

N N
1 10" 10" —
lim ZQ( Okbn) _2 :g( Okan) _ f(bn) — flan)
N—oo by, — ap, = 10 10 by, — ay,

k=0

Cette limite n’exite pas en effet, la série de terme général oy, diverge grossierement, oy ne convergent
pas zéro. En résumé

— La suite a,, converge vers x

— La suite b,, converge vers x
J(bn) — flan)
by, — an
La fonction f n’est donc pas dérivable en x

— Le rapport n’a pas de limite

5) Nous avons donc construit, une fonction continue, 1-périodique sur R qui n’est dérivable en aucun
point de R



