Exercice - M0346C

Montrons que 1 = 2 : p est un projecteur orthogonal. Soit F =kerp. E = F @ F*

VeeE z=u+v ueF veFt VeFE y=u+v weF o eF+
On a alors , , , , )
@) [y) =(ulu +v) =(ulu)+{u|[v)=(u|u)
(@ [py)) =(u+v|u)=(u|u)+{]|u)=(u]v)

Donc
V(z,y) € B> (p(z)|y) = (z | p(y))

p est symétrique.

Montrons que 2 = 1. Soit donc p un projecteur F' = ker p et G = Im p. Montrons que F' et G sont
orthogonaux, c’est-a-dire
Yu,v) € F x G (u])=0

Soit donc u € F et v € G. Soit = u+ v on a alors p(z) =vet u =z —v = — p(z) donc
(u]v) = (p(z) | 2 = pa)) = (z | p(z — p(2))) = (& | p(z) - p*(x)) = (& | p(z) —p(z))(z | 0) =0
Donc u et v sont orthogonaux et donc ker p et Im p sont orthogonaux. p est un projecteur orthogonal

Montrons que 1 = 3. p est un projecteur orthogonale. Pour tout € E on a = = p(x) + = — p(x)
avec zla — p(z). Le théoréeme de Pythagore s’écrit

l[l* = lIp@)]I* + |l = p()lI* > [|p(2)]I?

Donc
[p(@)[| < |||

Montrons que 3 = 1. Nous avons pour tout € F ||p(x)| < ||z||. Montrons que p est orthogonal.
Comme précédement, F' = kerp et G = Im p. Montrons que F' et G sont orthogonaux. Soit (u,v) € FxG.
Considérons le vecteur x = u + Av avec A € K le corps de base. Nous avons, d’une part

p(a) = p(u) + Ap(v) = v = [|p()]* = 3||v]]?
et d’autre part
]l = [lu+ Mol = (u+ M | w+ o) = [[ul]® + 2X(u | v) + X*v]®
On a donc
Ip(@)[| < =]l <= N2|lol® < [lull® +2X(u [ v) + X*[o]* <= 0 < [lull* +2X(u | v)
L’inégalité ne peut étre vraie pour tout A que si (u | r) = 0, autrement dit si u et v sont orthognaux. p

est donc un projecteur orthogonal. par

Conclusion : les trois propositions sont équivalentes.



